III. Rachunek różniczkowy funkcji wielu zmiennych

1. Pochodne kierunkowe funkcji

Definicja 3.1. (pochodna kierunkowa).

Niech f: U(p0)(R, gdzie U(p0) jest pewnym otoczeniem punktu 
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Uwaga 1. Zauważmy, że jeśli określimy funkcję 
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, gdzie p0(
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Uwaga 2. (Interpretacja geometryczna pochodnej kierunkowej dla funkcji dwóch zmiennych) Niech z= f(x,y) oraz niech
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Pochodna kierunkowa określa szybkość zmiany wartości funkcji w kierunku
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Dla pochodnej kierunkowej prawdziwe są następujące twierdzenia:

Twierdzenie 3.2 

Niech f: U(p0)(R, gdzie U(p0) jest pewnym otoczeniem punktu p0(
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, oraz r – dowolną liczbą rzeczywistą. Wówczas jeżeli pochodna 
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Uwaga W ogólnym przypadku mamy, że 
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Równość zachodzi przy dodatkowych założeniach o pochodnych kierunkowych, a mianowicie mamy:

Twierdzenie 3.3. 

Niech f: U(p0)(R, gdzie U(p0) jest pewnym otoczeniem punktu p0(
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Twierdzenie 3.4 

Niech f: U(p0)(R, 
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- dowolny wektor w 
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 i niech liczba (>0 będzie taka, że odcinek łączący punkty p0(
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 leży całkowicie w otoczeniu U(p0). Jeśli w każdym punkcie tego odcinka istnieje pochodna kierunkowa w kierunku wektora 
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Szczególnym przypadkiem pochodnej kierunkowej funkcji są pochodne cząstkowe funkcji.

Definicja 3.5. (Pochodne cząstkowe)

Niech e1, ... , en oznaczają wersory osi współrzędnych w przestrzeni 
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. Pochodną kierunkową funkcji f  w punkcie p0(
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w kierunku wektora ei nazywamy pochodną cząstkową funkcji f w punkcie p0 względem i-tej zmiennej (lub i-tej współrzędnej) i oznaczamy ją symbolem 
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Uwaga 3. Dla funkcji f: U(p0)(R, gdzie U(p0)( 
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 Mogą istnieć wszystkie pochodne cząstkowe w punkcie p0, zaś funkcja f może nie być ciągła w tym punkcie. Z istnienia pochodnych cząstkowych wynika jedynie ciągłość funkcji ze względu na każdą zmienną oddzielnie. Ale przy dodatkowym założeniu mamy:

Twierdzenie 3.6.

Jeśli funkcja f ma ciągłe pochodne cząstkowe w pewnym obszarze D(
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, to f jest w tym obszarze ciągła.

Ciągłość pochodnych cząstkowych funkcji f pozwala również na inny sposób obliczania pochodnej kierunkowej funkcji f.

Definicja 3.7 (Gradient funkcji)

Niech f:A(R, A(
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. Gradientem funkcji f w punkcie p0 nazywamy wektor:
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. Zmieniając punkt p0 otrzymamy pole wektorowe 
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, które nazywamy gradientem funkcji f.

Zależność pomiędzy pochodną kierunkową funkcji a jej gradientem podaje nam następujące

Twierdzenie 3.8. 

Jeśli pochodne cząstkowe 
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 istnieje w każdym kierunku 
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Uwaga 4 Interpretacja geometryczna gradientu.

1) Gradient funkcji w punkcie wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji w tym punkcie.

2) Gradient funkcji w punkcie jest prostopadły do poziomicy funkcji przechodzącej przez ten punkt.

2. Różniczkowalność

Definicja 3.9. (Funkcja różniczkowalna)

Niech p0(
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, funkcja f:U(p0)(R, gdzie U(p0)(
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. Rozważmy wektor 
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 dla i({1,…,n}, to funkcję f nazywamy różniczkowalną w p0 wtedy i tylko wtedy, gdy spełniony jest warunek:

(*)
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(gdzie 
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oznacza długość wektora 
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dla każdego i({1,...,n}). Wyrażenie w nawiasie nazywamy różniczką zupełną funkcji f w punkcie p0.

Rozważmy teraz przypadek przestrzeni R2.

Uwaga 5: Jeśli p0=(x0,y0)(R2 oraz (x,y)(U(p0), to rozważając wektor 
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i wówczas wyrażenie w nawiasie jest różniczką zupełną funkcji f w punkcie p0..

Wniosek: Jeśli oznaczymy przez 
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 gdzie p0=(x0,y0), wówczas z różniczkowalności funkcji f w p0 wynika, że 
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Twierdzenie 3.10 (Warunek konieczny różniczkowalności funkcji)

Jeżeli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p0(
[image: image68.wmf]n
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, to jest ciągła w tym punkcie.
Uwaga 6. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Twierdzenie 3.11. (Warunek wystarczający różniczkowalności) 

Jeśli dla funkcji f n zmiennych istnieją pochodne cząstkowe 
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dla każdego i({1,...,n} i są ciągłe w punkcie p0(
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, to funkcja f jest różniczkowalna w p0.

Uwaga 7. Ciągłość pochodnych cząstkowych nie jest warunkiem koniecznym różniczkowalności funkcji.

Definicja 3.12. (Pochodne cząstkowe drugiego rzędu)

Niech funkcja f: U(p0)→R (gdzie p0(
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, U(p0)( 
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) ma pochodne cząstkowe 
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 dla i=1,…,n określone przynajmniej na pewnym otoczeniu punktu p0. Pochodne cząstkowe drugiego rzędu funkcji f w punkcie p0 określamy wzorami:
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i,j=1,…,n

Jeśli i=j, to zamiast 
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 nazywamy też pochodną cząstkową mieszaną drugiego rzędu.

Twierdzenie 3.13 (Schwarza)

Jeśli dla funkcji f:U(p0)→R wszystkie pochodne cząstkowe rzędu drugiego 
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Twierdzenie 3.14 (O pochodnej funkcji złożonej)

Jeśli funkcja f:U→R, gdzie U( 
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, ma ciągłe pochodne cząstkowe 
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Twierdzenie 3.15 (O pochodnych cząstkowych funkcji złożonej)

Jeżeli funkcja f:U(R, gdzie U( 
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, ma ciągłe pochodne cząstkowe 
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f(x1(t1,...,tm),…, xn(t1,...,tm)) też ma pochodne cząstkowe dla t0=(t1,...,tm)(D równe
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Definicja 3.16 (Różniczka pierwszego rzędu)

Niech funkcja f będzie określona w otoczeniu punktu p0(
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 i posiada pochodną kierunkową 
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Twierdzenie 3.17. 

Jeśli funkcja f: 
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(R ma w punkcie p0(
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 ciągłe pochodne cząstkowe, to jej pierwsza różniczka 
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Definicja 3.18. (Różniczka k-tego rzędu)
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Twierdzenie 3.19.
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Uwaga 8 Różniczka drugiego rzędu funkcji f w punkcie p0 jest więc formą kwadratową 

Twierdzenie 3.20. (Wzór Taylora dla funkcji wielu zmiennych)
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Definicja 3.21  (ekstrema lokalne funkcji)
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Twierdzenie 3.22   (Warunek konieczny istnienia ekstremum)
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Uwaga 9.  Z warunku istnienia różniczki 
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Twierdzenie 3.23   (I Warunek wystarczający istnienia ekstremum)
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Uwaga 10.  Przypomnijmy, że 
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Twierdzenie 3.24   (II Warunek wystarczający istnienia ekstremum)
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Definicja 3.25  (Wyznacznik funkcyjny, inaczej jakobian)
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Twierdzenie 3.26   Niech funkcje 
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Definicja 3.27   (ekstrema warunkowe funkcji)
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Twierdzenie 3.28    (Warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego)

Jeżeli funkcje 
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