Przestrzenie metryczne. Rodzaje zbiorów

Definicja 1.1. (Przestrzeń metryczna)

Niech X będzie dowolnym zbiorem niepustym. Funkcję 
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 nazywamy metryką (lub funkcją odległości), jeśli spełnione są następujące warunki:
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Parę uporządkowaną 
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, gdzie d jest metryką nazywamy przestrzenią metryczną. Zbiór X nazywamy zbiorem punktów przestrzeni metrycznej 
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, zaś wartość funkcji d(x,y) dla ustalonych x,y(X nazywamy odległością punktów x i y.

Definicja 1.2 (Kula w przestrzeni metrycznej).

Niech 
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 oznacza przestrzeń metryczną, a(X i r – dodatnią liczbą rzeczywistą. Kulą o środku a i promieniu r (lub kula otwartą) nazywamy zbiór:
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Definicja 1.3 (Punkt wewnętrzny zbioru)

Niech A(X. Punkt a(X nazywamy punktem wewnętrznym zbioru A, jeśli
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Definicja 1.4 (Zbiór otwarty i otoczenie punktu)

Zbiór A(X, którego każdy punkt jest punktem wewnętrznym nazywamy zbiorem otwartym.

Otoczeniem punktu x0(X nazywamy dowolny zbiór U(x0) otwarty w przestrzeni 
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 i zawierający punkt x0.

Twierdzenie 1.5 

Każda kula otwarta jest zbiorem otwartym.

Definicja 1.6 (Zbiór domknięty)

Zbiór B(X, którego dopełnienie X\B jest zbiorem otwartym, nazywamy zbiorem domkniętym.

Uwaga: Niech 
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, gdzie 
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. Dowodzi się , że funkcja d jest metryką. Tak zdefiniowaną przestrzeń metryczną (X,d) nazywamy przestrzenią euklidesową n-wymiarową, zaś funkcję d –metryką euklidesową. W szczególnym przypadku dla n=1, metryka euklidesowa w zbiorze R przyjmuje postać 
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 dla x,y(R i nazywana jest również metryką naturalną na prostej.

Definicja 1.7 (Zbiór ograniczony)

Niech A będzie niepustym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X,d). Średnicą zbioru A nazywamy liczbę 
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. Zbiór A nazywamy ograniczonym, jeśli 
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. W przeciwnym razie mówimy, że zbiór A jest nieograniczony.

Definicja 1.8 (Wnętrze zbioru)

Wnętrzem podzbioru A przestrzeni metrycznej
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nazywamy sumę rodziny wszystkich zbiorów otwartych zawartych w zbiorze A i oznaczamy je symbolem 
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Twierdzenie 1.9.

Zbiór A jest otwarty w przestrzeni metrycznej
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wtedy i tylko wtedy, gdy 
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Definicja 1.10. (Zbieżność ciągu w przestrzeni metrycznej)

Niech
[image: image25.wmf](

)

d

X

,

będzie przestrzenią metryczną i pn(X dla n(N. Ciąg 
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 nazywamy zbieżnym w przestrzeni metrycznej
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do punktu p0(X, co oznaczamy 
[image: image28.wmf]0

lim

p

p

n

n

=

¥

®

, wtedy i tylko wtedy, gdy


[image: image29.wmf](

)

0

,

lim

0

=

¥

®

p

p

d

n

n


Definicja 1.11 (Warunek Cauchy’ego) 

Mówimy, że ciąg 
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 punktów przestrzeni metrycznej
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spełnia warunek Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf](
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Twierdzenie 1.12. 

Każdy ciąg zbieżny w przestrzeni metrycznej spełnia warunek Cauchy’ego.

Uwaga: Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Twierdzenie 1.13.

Niech 
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 będzie ciągiem punktów przestrzeni euklidesowej 
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Twierdzenie 1.14.

Każdy ciąg zbieżny w przestrzeni metrycznej jest ograniczony.

Definicja 1.15. (Punkt skupienia zbioru i punkt izolowany)

Niech
[image: image43.wmf](
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 będzie przestrzenią metryczną, zbiór A(X. Punkt p0(X nazywamy punktem skupienia zbioru A, jeśli istnieje ciąg 
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Zbiór wszystkich punktów skupienia zbioru A oznaczamy przez A’. Punkt p(A\A’ nazywamy punktem izolowanym zbioru A.

Definicja 1.16. (Domknięcie zbioru)

Niech A będzie podzbiorem przestrzeni metrycznej
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. Domknięciem zbioru A nazywamy zbiór 
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Twierdzenie 1.17.

Zbiór A jest domknięty w przestrzeni metrycznej
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 wtedy i tylko wtedy, gdy 
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Twierdzenie 1.18.

Niech A(X. Wówczas 
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Definicja 1.19.(Brzeg zbioru)

Niech A(X. Brzegiem zbioru A w przestrzeni metrycznej
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nazywamy zbiór 
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Twierdzenie 1.20.

Niech A(X  i niech 
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Definicja 1.21 (Zbiór zwarty)

Niech A(X. Zbiór A nazywamy zbiorem zwartym w przestrzeni metrycznej
[image: image55.wmf](

)

d

X

,

wtedy i tylko wtedy, gdy z każdego ciągu punktów zbioru A można wybrać podciąg zbieżny do pewnego punktu zbioru A.

Twierdzenie 1.22. 

Podzbiór A przestrzeni euklidesowej
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 jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domknięty i ograniczony. 

Definicja 1.23. (Zbiór spójny)

Zbiór 
[image: image57.wmf]¹

A
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 jeśli dla dowolnych niepustych zbiorów A1(A i A2(A takich, że A1(A2=A mamy, że 
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Uwaga: Zbiór otwarty A(
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 jest spójny, jeśli każde dwa jego punkty można połączyć łamana zawartą w A.

Definicja 1.24. (Obszar i obszar domknięty)

Zbiór otwarty i spójny w 
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 nazywamy obszarem. Obszar łącznie ze swoim brzegiem nazywamy obszarem domkniętym.

Definicja 1.25. (Obszar normalny względem osi OX)

Zbiór 
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 gdzie f i g są funkcjami ciągłymi na [a,b] oraz spełniającymi warunek
[image: image63.wmf][

]

)

(

)

(

,

x

g

x

f

b

a

x

<

Î

Ù

 nazywamy normalnym względem osi OX.

Można udowodnić, że tak określony zbiór A jest ograniczony i domknięty, a więc zwarty w R2. Zbiór A jest też zbiorem spójnym. Dlatego zbiór ten nazywamy obszarem domkniętym normalnym względem osi OX.

Analogicznie definiujemy obszar normalny względem osi OY. Łatwo zauważyć, że obszarami normalnymi względem osi OX i OY jednocześnie są np. prostokąty o bokach równoległych do osi, określone jako zbiory postaci:
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