II. Funkcje rzeczywiste wielu zmiennych

Definicja 1.1 (Funkcja wielu zmiennych)

Funkcję f odwzorowującą zbiór A(

w zbiór R nazywamy funkcją rzeczywistą n zmiennych i oznaczamy przez f:A(R. Wartości funkcji f w punkcie 
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Definicja 1.2. (Wykres i poziomica funkcji dwóch zmiennych)

Wykresem funkcji f dwóch zmiennych nazywamy zbiór 
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, gdzie Df oznacza dziedzinę funkcji f.

Poziomicą wykresu funkcji f odpowiadającą poziomowi h(R nazywamy zbiór 
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Definicja 1.3. (granica n-krotna – definicja Cauchy’ego)

Niech f:A(R, A(
[image: image5.wmf]n

R

 oraz niech p0 będzie punktem skupienia zbioru A. Liczbę g nazywamy granicą funkcji f w punkcie p0 wtedy i tylko wtedy, gdy 
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. Granicę g nazywamy także granicą n-krotną.

Definicja 1.4. (Granica n-krotna – definicja Heinego)

Niech f: A(R, A(
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 oraz niech p0 będzie punktem skupienia zbioru A.
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Uwaga 1: Definicje Cauchy’ego i Heinego granicy funkcji n zmiennych są równoważne. Jeśli g jest liczbą skończoną, to mówimy, że g jest granicą właściwą funkcji f w punkcie p0. 

Granicę niewłaściwą ∞ w punkcie p0 definiuje się analogicznie jak dla funkcji jednej zmiennej.

Definicja 1.5. (Granice iterowane).

Jeśli f: A(R, A(
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, p0=(x0,y0) jest punktem skupienia zbioru A oraz jeśli istnieją liczby 
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, to nazywamy je granicami iterowanymi funkcji f.

Uwaga 2: Istnienie granicy funkcji w punkcie p0=(x0,y0) jest niezależne od istnienia granic iterowanych g1 i g2. Granica podwójna funkcji f(x,y) może nie istnieć, natomiast granice g1 i g2 mogą istnieć i na odwrót. Ponadto, jeżeli granice iterowane g1 i g2 istnieją, to mogą być różne. Można  też udowodnić, że jeżeli istnieje granica podwójna funkcji f w punkcie p0 i co najmniej jedna z granic iterowanych g1 lub g2, to granica podwójna jest równa tej granicy iterowanej.

Uwaga 3: Dla granicy n-krotnej funkcji zachodzą twierdzenia o arytmetyce granic funkcji oraz o granicy funkcji złożonej podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej.

Definicja 2.6. (Ciągłość funkcji n zmiennych)

Niech f: A(R, A(
[image: image16.wmf]n
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 oraz niech p0(A będzie punktem skupienia zbioru A. Mówimy, że funkcja f jest ciągła w punkcie p0 wtedy i tylko wtedy, gdy 
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Mówimy, że funkcja f jest ciągła w zbiorze A, jeśli jest ciągła w każdym punkcie tego zbioru.

Twierdzenie 1.7. 

Każda funkcja f  n - zmiennych jest ciągła w punktach izolowanych swojej dziedziny.

Uwaga 4: Jeżeli funkcja n zmiennych f(x1,…xn) określona w pewnym otoczeniu punktu p0=(x10,…,xn0) jest w tym punkcie ciągła, to dla każdego k({1,…,n} funkcja f(x10,…,xk-10,xk, xk+10,…,xn0) jednej zmiennej xk jest ciągła  w punkcie xk0 (inaczej mówimy, że funkcja f jest ciągła w punkcie p0 ze względu na każdą zmienną oddzielnie). Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Poznane wcześniej własności funkcji ciągłych jednej zmiennej prawdziwe są również dla funkcji ciągłych n zmiennych. A mianowicie:

Twierdzenie 1.8. (O działaniach arytmetycznych)

Jeżeli funkcje f i g są ciągłe w punkcie p0(
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, to w tym punkcie ciągłe są także funkcje: f+g, f-g, f∙g oraz 
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Twierdzenie 1.9. (O ciągłości funkcji złożonej)

Jeżeli funkcje f, g1, g2,…,gn spełniają warunki:

(1) funkcje g1, g2,…,gn są ciągłe w punkcie p0

(2) funkcja f jest ciągła w punkcie q0=(g1(p0), …,gn(p0)) to funkcja złożona 

f(g1(p), …,gn(p))jest ciągła w punkcie p0.

Twierdzenie 1.10. (O lokalnym zachowaniu znaku) 

Jeżeli funkcja f(p) określona w pewnym otoczeniu punktu p0 jest w tym punkcie ciągła oraz f(p0)>0 (albo f(p0)<0), to istnieje sąsiedztwo S(p0) punktu p0 takie, że 
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 (albo odpowiednio 
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Twierdzenie 1.11 (Weierstrassa o osiąganiu kresów)

Jeżeli funkcja f jest ciągła w zbiorze zwartym D(
[image: image22.wmf]n

R

, to jest w tym zbiorze ograniczona oraz
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Twierdzenie 1.12

Niech f będzie funkcja rzeczywistą ciągłą, określoną na zbiorze spójnym D(
[image: image26.wmf]n

R

. Wówczas obraz f(D) jest zbiorem spójnym w R.

Twierdzenie 1.13. (Darboux, o przyjmowaniu wartości pośrednich)

Jeśli funkcja f jest ciągła w obszarze domkniętym i ograniczonym D(
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,to
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Twierdzenie 1.14. (Cantora o ciągłości jednostajnej)

Jeśli funkcja f jest ciągła w zbiorze zwartym D(
[image: image29.wmf]n
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, to jest jednostajnie ciągła w tym zbiorze tzn.
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